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Нькоторыя приложен математической логики къ ариеметикь, 


(Окончанае*). 
14. Формула (24) даеть возможность сосчитать число элементовъ 


въ классъ 
ТА, -|-. А РА, 


если мы знаемъ число элементовъ въ каждомъ изъ класеовъ 
а. ви > 


равно какъ и число элементовь во всевозможныхь произведены по 
два, по три и т. д., наконецъ по и—1 классовъ изъ этихъ п Классовъ, 
а также число элементовъ въ произведени вефхъ = власбовъ. 
Если классы (31), взятые во всевозможныхь двой 1х сочетан1- 
яхъ, не имфютъ общихъ элементовъ, то уравнене (24 обращается въ 
уравнеше (10). $ 
ДЪйствительно, въ этомъ случа вс „Рь» суть’ логические нули, а 
потому и (см. уравнене 1) № „Р.) суть нули. Каждое же изъ „Р»„ при 


РА 
^^ 
7 









*) Сы. „Вфст. Оп. Физ.“ № 247. 
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т 2 можеть быть разбито такъ на два множителя, чтобы одинъ изъ 
этихъ множителей былъ однимъ изъ „Ро, & потому, при т >> 2, имЗемъ 
точно также (см. ур. 8): 

Е: 


Поэтому формула 24 даетъ въ этомъ ге 


А—" 


МА» == УМС,Р,) == М з 


что совпадзеть съ ур-емъ (10). 
15. Наоборотъ, если 


АВА, ое, 


выражается формулой (10), то классы 
Ау, А. ...о Аж-л, А» , 


взятые по два, не имфютъ общихъ элементовъ. 
ДЪйствительно, примнивъ къ сумм$ двухъ классовъ 


А.Р А.-....- Ан-1 И Аз 
формулу (21), можно преобразовать 


МА А, -....-БА, А, ) 


кЪ виду: 

Е Ал аа ор 

—= МА, НА-.... + А, НМА,» ) — М(А--Аь-|.... НА, А» |= 

АЕ А, ма АРА РА 
Прилагая послФдовательно такое же преобразован!е къ 


ГАА 
МАТА Аа 


затБмъ къ 


ит. д., получимъ: 
МА - А... РАНА, ) = МА.) МА) -....Н МА, )— 
— [АМАН А, Аз) ААА НААО-ЕМ А, А+ 
ве Г С ху 


2) % 


Если имфетъ мЪсто уравнене (10), то все выраже ео ВЪ 





послЗднемъ уравнени въ большихъ скобкахъ, равно для чего 
каждый изъ классовъ, содержащихся въ этомъ выраже внутри ма- 
лыхъ скобкахъ, долженъ быть логическимъ нулем, ‘а потому 
А 
А.А, =0 


А. Аз - А. Аз — 0 


А. Ан —- АА —- .... —- АаА — 0, 
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откуда слфдуетъ, что отдфльно*) 
ВА, —0. А.А. —0, АА, 0. АА, — 0; А.А, —= 0. АА 
‘Эти равенства показываютъ, что классы 

А, Ая Ан-1, Ал, 


взятые по два, не имфютъ общихъ элементовъ. 


16. Чтобы показать примфнене формулы 24, рёшимъ слёдующую 
задачу. 


Сосчитать, сколько всЪхъ чиселъ, не превосходящихъ 10000 и 
дЪлящихся или на 10, или на 3, или на 98. 


Условимся классъ, элементы котораго суть вс числа, не превосхо- 
‚дяния 10000 и дфляшияся безъ остатка на цфлое число т, обозначать 
черезъь А“. Тогда задача наша сводится къ отыскан!ю 


М(А 09 -- д® -- А 69) 


По формул (24) 
М(А 10 -- А® -- 469) — 


— №419) М(А®)--М(А 99) — (Абд) — (А®А 69) — М(А@Э Аа) 
+- М(АЧ9А® 09), 


Классъ чисель, дВлящихся одновременно на нфсколько данныхъ 
чиселъ, равенъ, какъ это извЪстно изъ ариеметики, классу чисель д%- 
‚лящихся на наименьшее кратное этихъ нФсколькихъ чисель. 


Поэтому 
А@0) А (3) — Д9. ДФА9 — Д89. АОЭАСо) — (40) 


А0А(9 А (28) — А(20), 
‘аа слЪдовательно . 


МАО 49 -- А 09) =М(А 00) (А) МА 9) — М(Аб0) —М(А9)— 
—М(А0*0)--М(Ав%), 
или же, замЪчая, что число цфлыхъ чиселъ, дЪлящихся на цфлое чи 
6 

а и не превосходящихъ положительнаго числа [,, равно Е а находим: 
СУ 

МА -|- А®-- 69) — Е (00/90, - (1000 ,) — (9) — 
. о 

— 8 (10050/,) — №) „)-- Е (00, .), . 





, ^^ 
что даетъ, послЪ надлежащихъь вычисленй, о 
94 Ад) 4 08) — ОХ 
М(А19 -- АЗ) -- А) ОУ" 
— 


*) Логическая сумма н$сколькихъ классовъ обращается въ логический нуль 
лишь тогда, когда каждый изъ слагаемыхъ классовъ представляеть с0бою логиче- 
св й нуль, 
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17. Уравнеше (24) можетъ послужить также для вывода любоныт- 
наго ариеметическаго тожества. 

РЬшая задачу: найти число всзхъ чисель, не превосходящихъ- 
даннаго пфлаго числа я и дЪлящихся на всЪ простыя числа 


Е 
ве превышаюпия этого цфлаго числа и, мы найдемъ, что искомое число- 
равно и— 1. 


Съ другой стороны, примЪняя формулу (24) и замЪчая, что наи- 
меньшее  кратное нфсколькихъ простыхъ чиселъ равно ихъ произведе-- 
ню, мы найдемъ: 


п—1 28.) — 28() Ре "в (9) Е 
+128 (,. (31) 


тд ф обозначаетъь число всфхъ простыхъ чиселъ, не превышающихъ. 
п, р1-—какое-либо изъ этихъ простыхъ чиселъ, р›—какое-нибудь двой- 
ное, рз— тройное и т: д. произведен1е, составленное изъ чиселъ этого 
ряда. Значки >, какъ всегда, обозначаютъ, что надо брать сумму вее- 
возможныхъ выраженй, стоящихь подъ этимъ знакомъ, каюя только 
можно составить. 


18. Пусть рядъ 
Е ЕЕ 


есть рядъ веЪзхъ простыхъ чиселъ, содержащихся между я и 2, а. 
рядъ 
21, р:9.... 1) 


радъ всфхъ не превосходящихъ я простыхъ чиселъ. 


Рядъ 
р, р... . ро, жа... (32) 
представить тогда собою всё ф-- простыхъ чиселъ, не превышаю- 
щихъ 29. АУ 


Измфнимъ въ уравнени (31) я на 2м. 
Тогда получимъ: 


1 = >=) — >= () оо 0"а2Е(, 


11 








2% 5% 

Нок ‚ АСУ 

Чи] 

тдф различныя 4: суть различныя простыя числа въ ряду (32), 9,—все- 

возможныя двойныя, 4з — тройныя и т. д. произведен!я, кавыя только 
можно соетавить изъ чисель этого ряда. 
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>Е(.) 
91 
надлежащимиъ образомъ на двз суммы, получимъ: 
1 
(5-24) +) 
ГИ} Р1 51 \ 21 


тдЪ р: имфетъ то же значене, какъ и въ уравнен!и (31). 
Но такъ какъ 


Разбивая 


>> и, 
-то 
А, 
ея 
га, потому 
= 
58(г) —й 
1—1 5, 
Поэтому 
>=‘) ы 28(›) в (34) 
91 21 ' 


Возьмемъ теперь выражен!е 
р 
ХЕ 
Чт 
съ указателемъ и, удовлетворяющимъ неравенствамъ 


фФф=т> 1. 
Нредставимъ это выражен1е въ вид 


эВ) Е) 


ТДВ рши Ра: имфють значене, указанное въ 8 17, а з, обозначаетъ 


произведен1е какихъ либо 7’ чиселъ, взятыхъ изъ ряда у 
^\ ых 
а МЕЬ (35) > 
` СУ 


При этомъ значокъ 7х удовлетворяетъ неравенствамъ «© 


© 
> ОЕ и; г= м. № 

Каждое изъ выраженй Фи. 8 болЪе 2, такъкакъ въ немъ есть 
хоть одинъ множитель, взятый изъ ряда (35) и тотому больший ии. 
такъ какъ въ немъ, при общемъ числ множителей | равномъ 2, а сл$- 
дловательно большемъ единицы, въ этомъ выражени всегда есть еще 
хоть одинъ множитель не меньший 2-хъ, взятый изъ ряда (32). 

Итакъ 


Юи-г . 5х > 2м, 


20 у 


ее ) =0. 
Рш-г. $п 


ф=т>! 


( ^\ — хв( 2). 
>=(*") 2т(;") (36) 


Разсмотримъ теперь 
>=") 
Чт 


$ Ф=т>ф 





а потому 


Поэтому при 


при 


Произведене 4ш, при т>>ф, содержитъ въ себЪ хоть одно число ` 
изъ ряда (35); а такъ какъ въ этомъ произведен1и есть еще нав$рно- 
одинъ множитель, не меньший 2-хъ, то всякое изъ произведев!й 4 6б0-- 
ле 2м. 


Поэтому, при ж > Ф, 
. хв(.") = (37). 


Преобразуя уравнене (33) при помощи формулъ (34), (36) и (37) 
получимъ: 


Е +21) —>8() +28(")+. ИЕ 
ть ат(. а 0—58(„"}, 


тдЪ рт, 02....сохраняютъ значеше $ 17-го. 
Изъ этой формулы находимъ: 


в” 8( ен У 
1 > г в 
= 
о 
Е изв"). 88) 
Рф © 


д 
\— 
Уравнене (38) даетъ возможность вычислить, зна вс простыя’ 
числа, не превосходяшия п, число простыхъ чисель,/Заключенныхь ме- 
с % 


ждупи 2%: ы о 
те 
Такъ, напримфръ, проетыя числа, не превосходяция 6, суть 
2.90; 


Ихь двойныя произведен!я — 6, 10, 15; тройное — 30. 
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По формул (38) имЗемъ: 
в а т 
1 (Е 5 +Е-. + Е Не - + Е) -Езо= 
= 12 —1 — (ба о-1-0) —0=2. 


ДЪйствительно, между числами 6 и 12 заключается лишь два 
простыхъ числа 





Ти 11. 
Е. Буницки (Одесса). 


9ЛЕМЕНТАРНАЯ ТЕОРТЯ ЗЛАЛИПСА. 


(ОтвЪтъ на тему, предложенную профессоромъ ЁЕрма- 
ковымъ въ №110 „Въстника“). 


(Окончане*). 


УП. Фокусы и директрисеы. 


60. Хорду, проходящую черезъ фокусъ, назовемъ фокусной. 

Теорема. Фокусная хорда перпендикулярна къ прямой, соединяю- 
щей фокусъ съ точкой пересЪчен1я касательныхъ, проведенныхь въ 
концахъ хорды. 

Пусть АВ (черт. 54) есть хорда, проходящая черезъ фокусъ ЁЕ, 
а ЕМ— прямая, соединяющая фокусъ съ точкой М, въ которой перес$- 
каются касательныя въ концахъ фокусной хорды. 
По теорем® 8 
38 прямая ЕМ д5- 
литъ пополамъ уголь 
между лучами ЕА 
и ЕВ, равный двумъ 
прямымъ; поэт 
прямая ЕМ пернен- 
и Еф оПря- 








Если мы точку пе- 
ресфченя касатель- 
оНЫХЬ, проведенныхъ 
А& `въ концахъ фокус- 
ной хорды, примемъ 
Фиг. 54. за центръ, а пря- 





*) См. „ВЪстника Оп. Физики“ №№ 239, 240, 242, 243, 244, 245, 246 и 241. 
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‚мую, соединяющую эту точку съ фокусомъ, за радлусъ и начертимъ 
кругъ, то онъ коснется продолженя прямыхъ, соединяющихъ концы 
хорды съ фокусомъ, и отсфчетъ отъ главной*) оси постоянный отрЪ$зокъ. 


Пусть АВ— (черт. 54) фокусная хорда, а М—точка встрЪчи каса- 
тельныхъ, проведенныхъ въ концахъ хорды АВ. На продолженя пря- 
мыхъ Е’'А и ЕВ опустимъ изъ точки М перпендикуляры МС и МО. 
Такъ какъ по предыдущей теорем прямыя МЕ и АВ взаимно пер- 
пендикулярны, и такъ какь ($ 26) касательныя АМ и ВМ суть соотвЪт- 
ственно биссекторы угловъь КАС и ЕВ, то 


МС = МЕ=МО. 


Поэтому окружность М радуса МЕ касается прямыхъ АВ, АС и 
ВР вь точкахъ Е, Си О. Такъ какъ черезъ точку Е' проходятъ уже 
двф касательныя къ окружности М— Е'С и Е), то прямая Е’Е есть 
сЪкущая, а потому она встр$чаеть окружность М еще въ одной точк® 
Е. По свойству касательной 


ЕЕ. ЕЕ = ЕС?, 
или,—принимая во вниман1е, что, вел дстве равенства прямоугольныхъ 
треугольниковъ АМЕ и АМС ($ 26) отрЪзки АЕ и АС равны, а потому 
ЕС = ЕКА --АС=ЕА АЕ =24, — 
РЕКЕ (24)*. 
Изъ этого уравнен1я вытекаетъ, что отрфзокъ ЕЕ, а вмфстВ съ 
нимъ и отрззокъ ЕЁ, равный 
ЕЕ — ЕЕ" 
имфетъь постоянную длину. 
Сльдстве 1-е. Геометрическое мЪсто точки пересЪчентя касатель- 


ныхъ, проведенныхъ въ концахъ фокусной хорды, находится на посто- 
янной прямой, которая называется директриссой. 

Изъ центра окружности М (черт. 54), въ которомъ пересЪкаются 
касательныя АМ и ВМ, проведенныя въ концахъ фокусной хорды АВ, 
проведемъ прямую ММ, двлящую. въ точкЪ М хорду ЕЕ О 
потому перпендикулярную къ этой хордф. Велфдетые постоянства. 
р$зка ЕЕ точка М занимаетъ вполнЪ опред ленное положене, в потому 
и перпендикуляръ ММ представляетъ собою постоянную прямую. 

Примъчаве. По отношеню ко второму фокусу Е" ое 
вторую директриссу. 

Слъьдствёе 2-е. Отр$зокъ касательной, и ив точкой 


прикосновеня А и директриссой ММ. Пе прямую АЕ до 





*) Главная ось-—тоже самое, что большая ось. 
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встр$чи ея съ эллипсомъ въ точкЪ В и проведемъ касательную къ эл- 
липсу въ этой точкЪ. 

Эта, касательная, директрисса, ММ и касательная АМ перес$каются, 
согласно съ предыдущимъ сл$дстыемъ, въ одной точк%, а потому точка 
М, въ которой, по предположению, ветр$фчаются директрисса и каса- 
тельная къ эллипсу въ точкЪ А, есть ни Что иное, какъ точка встрЗчи 
касательныхъ, проведенныхъ къ эллипсу въ точкахъ А и В. Теперь 
ясно, что уголь АЕМ равенъ прямому, такъ какъ онъ предетавляеть 
собой уголь между фокусной хордой и прямой, соединяющей фокусъ съ 
точкой пересЪчен1я касательныхъ, проведенныхъ въ концахъ хорды 
{$ 60). ‘ 

62. Теорема. Отношен!е разетояй каждой точки эллипса оть 
фокуса и отъ директриссы есть величина постоянная. 


Изъ точки эллипса А (черт. 54) опустимъ перпенликуляръ А@ 
на директриссу, относящуюся къ фокусу Е. ЗатЗмъ проведемъ въ точк® 
А касательную до встрфчи ея съ директриссою въ точкЪ М. Изъ точки 
М опустимъ перпендикуляръ МС на прямую АЕ’ и проведемъ отрфзки 

’С@, СЕ, АЕ и МЕ. Четыреугольникъ АСМЕ есть вписуемый, такъ какъ 
уголь МСА прямой по построевню, а уголь АЕМ прямой, согласно со 
вторымъ слЪфдстнемъ $ 61. Такъ какъ уголь АСМ тоже прямой по по- 
©строен!ю, то четыреугольникь АСМЕ также вписуемый. Такимъ обра- 
зомъ вс пять точекъ А, Е, М, С, < лежать на ‘одной окружности. 
Вписанные въ эту окружность углы АЕС и АСС равны, какъ опираю- 
пцеся на общую хорду АС*). 

Изъ равенства прямоугольныхъ треугольниковъ АЕМи АСМ ($26) 
елЪдуетъ, что отр$зки АЕ и АС равны, а потому углы АЕС и АСЕ 
также равны; но выше было доказано, что уголь АЕС равенъ углу А@С; 
поэтому } 

ДАСЕ = АСС, или ДЕСЕ = АСС. 


ВромВ того, 
[САС = д СЕК, 


такъ какъ прямыя АС и Е’Е, будучи перпендикулярны ($ 61, сл. 1) 
къ одной и той же прямой ММ, параллельны. Такимъ образомъ углы 
ЕСЕ и СЕЕ треугольника ЕСЕ’ равны соотвЪтственно угламъ АСС и 
САС треугольника @СА, а потому эти треугольники подобны, откуда 





слфдуетъ, что к. 
РО р < 
А 40’ во 
но „А 
АС АЕ =26 м 
и о? 


7х 





ЕС РА-РАС = РА АЕ 943 





*) СлЪдуетъ доказать, кромф того, что точки Е и @ лежать по одну сторону 
прямой АС; это легко доказать споеобомъ доказательства отъ противнаго, руковод- 
ствуясь, тБмъ, что уголь АбМ—прямой, а тоть изъ четырехъ угловъ между дирек- 
триссой и прямой Е'А, внутри котораго ложитъ фокусъ Е, —острый. 
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слЪдовательно 
Аи о 
АС 93а а 


Для концовъ большой оси треугольники СЕЕ’и АСС исчезаютъ, 
& потому для этихъ точекъ эллипса справедливость теоремы слФдуетъ. 
провзрить, вычисливъ длины рад1усовъ векторовъ, соединяющихъ концы 
большой оси съ фокусомъ, и разстояне директриссы отъ фокуса. 


Въ этомъ частномъ случаЪ найдемъ, что ($ 2) 


А =@а-Е с, 


а(а== с) 


А6*) == 


какъ легко это вычислить при помощи уравнений (см. 58 61 и 62) 


ЕЕ. ЕЕ == (а)? 
и 
КЕ 
ЕМ=- 





$ 63. Теорема. Прямая, соединяющая фокусъ и точку перес$че- 
в1я продолжен!я хорды съ директриссою, будеть внЪзшнимъ биссекто- 
`ромъ угла между прямыми, соединяющими фокусъ съ концами хорды. 
Пусть АВ есть данная хорда, продолжене которой встр%Ъчаетъ. 
директриссу, относящуюся къ фоку- 
А в <“ Е, въ точкЪ К (черт. 55). Опу- 
стивши изъ концовъ хорды АВ пер- 
пендикуляры Аб и ВН на дирек: 

Н триссу, получимъ ($ 62) 








К Иа а 
Аб авео 
а потому 
Фиг. 55. 
АЕ _ ВЕ 
А@ ВН’ 
или 
АЕ _А@ С 
Аа — ВН < 
Но изъ подобя прямоугольныхъ треугольниковь ‘ВНК и АСК 
имфемъ: 56” 
НО: у 
ВН ВК’ 


*) Въ разсматриваемомъ частномъ случаЪ точка @ совпадаетъ съ точкой № 
чертежа. 
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селЪдовательно 
АЕ _ АК, 
ВЕ ВК 
это уравнен!е показываетъ”), что прямая КК есть внфшы!й биссек- 
торъ угла АЕВ. 


$ 64. Теорема. Узоль, вимеанный вь эллипсь и опираючийся на 
яостоянную торду, отськаеть оть директриссы отутъзокъ, стяивающий 
въ фокусь 91045, который равенъ либо половинь пла, стячиваемало въ 
Фокуеь постоянноь хордою, либо узлу, дополняющему эту половину д0 
двухь прямыть. 

Пусть АВ— постоянная ‘хорда (черт. 56), АХВ— вписанный уголъ, 
опираюнийся на эту хорду; обозначимъ соотвтственно черезъ А’и В" 
точки, въ которыхъ, согласно съ пред- 
положен1емъ теоремы, прямыя ХА и ХВ 
встрЪчаютъ директриссу. Пусть ЕГ есть 
лучъ, составляюций продолжене отрЪзка, 
ХЕ въ сторону луча ХЕ. Такъ какъ (8 63) 
лучи ЕА'и ЕВ’ суть соотв тствезно внЪш- 
н1е биссекторы угловъ АЕХ и ВЕХ, то 
либо эти лучи, либо прямо имъ противо- 
положные лучи Аа’ и Е’ дфлять соот- 
вЪтственно пополамъ углы АЕГ и ВЕГ. 
При доказательств теоремы мы будемъ 
различать три случая, смотря по тому, ` 
будеть ли лучъ ЕГ лежать внутри, .внЪ 
угла АЕВ, или же будетъ совпадать съ Фиг. 56. 
одною изъ сторонъ этого угла. 


1) Пуеть лучъ ЕС лежитъ внутри угла АЕВ (черт. 57). Предпо- 
ложимъ, прежде всего, что стороны угла АХВ встрфчаютъ директриссу 
вт двухъ точкахъ А'и В’ расположен- 
ныхь такъ, что лучи ЕА' и ЕВ’ дЪлятъ 
пополамъ углы АЕГ, и ВЕГ.. Тогда ($ 63) 









р ИД 
ДА — ‚ 
ВЕТ, бе 
ДВ 0 
Сложивши эти ЕВ олучимъ: 
' | 
Фиг. 57. ЕАЕВ = < А 


© 
Пусть теперь стороны вписаннаго угла АХВ Вотрьчають дирек- 
триссу въ такихъ двухъ точкахъ д’ и И, что не’ лучи Еа’ и Е, но 


*) См. „Элементарная Геометр:я“ Киселева (1892 г.), стр. 124, $ 199. 
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прямо противоположные имъ лучи ЕА’и ЕВ’ дфлятъ соотв тственно 
пополамъ углы АЕГ и ВЕГ. Въ этомъ случаЪ уравнен!я (41) попреж- 
нему даютъ 

АВ’ АИ, 


а такъ какъ противоположные углы а'КБ’ и А'ЕВ’ равны, то опять 


Иа ЕВ, 
2 

Пусть, наконецъ, стороны угла АХВ встр$фчаютъ директриссу въ 
такихъ двухъ точкахъ А'и В', что одинъ изъ лучей КА' и ЕВ',—на- 
прим$ръ, ЕКА’, дЪлитъ соотвфтствующй уголь АЕГ пополамъ, а дру- 
гой—КЕЬ' не дЪлитъ пополамъ угла ВЕГ. Но тогда уголъ ВЕГ длится. 
пополамъ лучомъ ЕВ’, прямо противоположнымъ лучу Е’. Тогда уравне- 
шя (41) снова имфють мЪсто, а потому 


ДАЕВ. 
о Й 


г 


ДА'ЕВ' = 


уголь же А’ЕЫ, стягиваемый отр®зкомъ А'’ въ фокус Е, какъ смеж- 
° ный съ угломъ А’РВ'’, равенъ 


23) Пусть теперь лучь ЕГ, прямо противоположный лучу ЕХ, про- 
ходить внф угла АЕВ. Сохраняя ТЗ же обозначен1я и тЪ же разеуж- 
деня при доказательствЪ, мы должны будемъ не складывать уравнен1я 
(41), но вычитать ихъ одно изъ другого: въ этомъ только и будетъ 
разница между первымъ и вторымъ случаемъ. 

8) Разсмотримъ. наконецъ, трет случай— когда лучъ, прямо про- 
тивоположный лучу ЕХ (этотъ лучъ обозначенъ на черт. 57 черезъ ЕГ) 
лежить на одной изъ ирямыхъ КА или ЕВ, напримфръ, на прямой КА. 
'Гакъ какъ фокусъ Е можеть лежать лишь внутри хорды ХА (6 5, 5 9), 
то лучь КХ долженъ быть прямо противоположенъ лучу ЕКА, или, что 


все равно, лучь ЕП, совпадаеть съ лучомъ КА*). о 
ХУ 
Обозначимъ теперь точки встр$чи прямыхъ ХВ и ХА съ ие 
ктрисой соотвЪтственно черезь В" и А", предполагая, что луч а КВ" дЖ- 
лить уголь Г/ЕВ пополамъ, и что точка А" лежитъ на луч 1 огда, 
примфняя къ хордЪ ХВ теорему $ 68, получимъ: о «9 
| А 
ДА'ЕГ = т 9“ 
о 
о. 


«) Предполагается, что точка Х не можеть совпадать съ точкой А, такъ какъ 
тогда сторона АХ угла АХВ обращается въ нуль и не имфеть никакого опредЗлен- 
наго направлен1я; впрочемъ, можно распространить теорему и на этотъ случай, зам$- 
ияя обратившуюся въ нуль хорду ХА касательной въ точк$ А. 
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Предположимъ теперь (черт. 57), что прямая ХА встр$чаетъ ди- 
ректриссу въ точкЪ а’, лежащей на лучф, ‘противоположномъ лучу ЕТ, 
а прямая ХВ—въ точк® В", расположенной такъ, что лучь ЕЬ” не дь- 
литъ угла ГЕВ пополамъ; тогда лучъ ЕВ", противоположный лучу Еб’, 
дфлить этотъ уголь пополамъ; слфдовательно ($ 63): 


АЕВ 
Да = АЕ" А. 

Наконецъ, если прямыя ХА и ХВ встр$чають директриссу въ 
точкахъ АД", лежащей на луч КА,—и 6", расположенной такъ, что не 
лучъ Е” дЪлить уголь Г/ЕВ пополамъ, но противоположный ему лучъ 
ЕВ", то, опять примфняя къ хорд ХВ теорему 8 63, найдемъ: 


И УВ 
д А"Е В" — ь 


у АТК —=9а— А"ЕВ" = 24 те [ АЕВ 


2 





Если соотвфтственныя точки встрфчи прямыхъ ХА и ХВ съ ди- 
ректриссой, а именно точки а’и В" расположены такъ, что лучъ ЕВ" 
дЪлитъь уголь ПЕВ пополамъ, но а’ лежитъ на лучЪ, противополож- 
номъ лучу РА, то опять 

ДаРЕВ" = 24— ДАРВ"=24—-ААЕВ. 


2 


Примьчанще. При доказательств предыдущей теоремы, мы разо- 
брали вс возможныя комбинащи расположен1я лучей, исходящихъ изъ 
фокуса Е. Но вопросъ, вс ли тавя комбинаши могутъ имЪть место въ 
дЪйствительности, остается невыясненнымъ, а потому вышеприведенное 
доказательство не даетъ точнаго указан1я, въ какихъ случаяхъ иско- 
мый уголь равенъ углу 

АЕВ 


2 


и въ кавкихъ случаяхъ—-его дополнен1ю до 24. Предоставляя читателю 
самому произвести точный анализъ теоремы, мы приводимъ лишь оон 





) 


чательный результатъ. — 
Проведемь черезь концы хорды АВ дв прямия, параллельный: ди- 
фектриссь. о У 
Искомый улолъ равенъ А” 
ДАЕВ ие 
2а — в = 
0% 
или просто АВ 
ДАЕВ — . 
2 


смотря по тому, лежить ли вершина вписаннало ума Х лежду двумя 
вышщеупомянутиями параллельными прямыми или не лежить между ними. 
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Такимъ образомъ, если эти двф параллельныя прямыя совпадаютьъ, 
т. е. если хорда АВ сама параллельна директрисеЪ, то искомый уголь 
всегда равенъ 
ДАЕВ 
2 


Совзтуемъ читателю, пользуясь этимъ указашемъ, составить себЪ 
чертежи, соотв$тствующие различнымъ случаямъ теоремы $ 64; это зна- 
чительно облегчить пониман1е доказательства. 


Приближенное построене правильнаго впиваннаго девяти- 
угольника, 


Если рад1уеъ окружности примемъ за единицу, то длина стороны 
правильнаго вписаннаго въ эту окружность девятиугольника Судетъ 
вгу С больше 0,6840 и меньше 0,6841. Для построеня 
прямолинейнаго отр$зка, длина котораго заклю- 

чается между этими предФлами, поступаемъ слЪ- 

дующимъ образомъ. Строимъ прямоугольный тре- 

А угольникъ АВС, катеты котораго АВ и АС равны 

единиц. Изъ средины Ш гипотенузы этого тре- 

угольника возставимъ къ ней перпендикуляръ. Ок- 


Я ружность, описанная изъ точки Е, средины отр%з- 
ка ВО, радлусомъ ЕЕ==“/., перес$четъь этотъ пер- 
Фиг. 1. пендикуляръ въ Е. Дале, на данной окружности 


откладываемъ хорду П’Ё’, равную ПЕ, и изъ центра О этой окружно- 
сти опустимъ на О’Е’ перпендикуляръ ОМ, который, будучи продол- 
женъ, пересфчеть окружность въ М. Лишя ПОМ (или Е'М) будеть 
равняться сторонз правильнаго вписаннаго въ окружность О девяти- 
угольника съ точностью до 0,0001. 


Дйствительно, вычислимъ длину отр%зка О’М. Будемъ имЗть:_ 


р = уве / (4) (2) 
3 у 
14 2 1288 28 
-И' Сама” 
ох=у00”?-М 08 орз (7 ТЕ" )- 
ВИ. У238\ и 
ей ты 576 94 
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ДалЪе, изъ треугольника ОО’М имфемъ: 
О'М? = 002 {+ ОМ?— 20М.0Х = 





Уз38 У338 
=1-+1—2. и, 
откуда : 
У338 
' = = и 
и 15 


Вычислимъ теперь выражен!е второй части предыдущаго равен- 
ства съ шестью десятичными знаками: 


У338 = 18,384776310850...., 
УЗ38: 12 = 1,532064692570...., 


— 1338 — 0,467935807430. 
и —1338 ом = 0.684051... 


Отсюда видно, что величина отрфзка О’М заключается между 
0,6840 и 0,6841, а слЗдовательно этотъ отр$зокъ можетъ быть принять 
за сторону правильнаго вписаннаго девятиугольника, причемъ ногрфш- 
ность будеть менЪе 0,0001. 

М. 5: 


МАТЕМАТИЧЕСКТЯ МЕЛОЧИ, 


Перем$етительность и сочетательность произведен!я алге- 
браичеекихъ количествъ. — Даже въ лучшихъ учебникахъ алгебры нЪтъ 
точнаго доказательства предложен1я, что произведене алгебраических 
количествъ обладаетъ свойствами перем$стительности и сочетательности. 
Между тЪмъ доказательство этого предложевня весьма несложно. 

Прежде всего ясно, что абсолютная величина произведен!я, п о 
чаемая при помощи ариеметическаго перемноженя абсолютныхъ вел 
чинъ сомножителей, не должна измФняться при перестановк» . Струп- 
пировк% этихъ сомножителей. Поэтому достаточно занять © знакомъЪ 
произведен. Изъ опредфлевя умноженя алгебраическихь ( (® эличествь 
непосредственно вытекаетъ: №“ 

1) Присоединеше къ ряду множителей новаго 1. 
иножителя не изм5няеть знака произведеня. к» 

2) Присоединене новаго отрицательнаго иножители изм няетъ 
знакъ произведен!я на обратный. . 

Отсюда слФдуетъ, что произведен!е НБОБОЛЬКИХЪ сомножителей 
имфеть знакъ -- или —, смотря по тому, четно или нечетно число 
отрицательныхь множителей въ произведени (считая и 0 за четное 
число). 





[55 
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Такъ какъ при перестановкВ сомножителей число отрицательныхъ. 
среди нихъ не изм$няется, то и знакъ произведеня остается безъ 
перем$ ны. 

Перейдемъ къ свойству сочетательности. 

Пуеть все произведене З разбито на группы множителей Ри 0. 
Если чеело отрицательныхъ множителей въ 5 четное, то произведеня 
Ри (одно изъ чисель Р и © можеть представлять собой также лишь 
одного множителя), имфя одновременно ‘либо четное, либо нечетное 
число отрицательныхъ множителей, имЪютъ одинаковые знаки. Поэтому 
РО иметь знакъ —-, т. е. знакъ произведеня 5. 


Если же произведене 5 содержитъ нечетное число отрицатель- 
ныхъ множителей, то изъ групциъ Ри @ одна содержитъ четное число 
таковыхъ, а другая нечетное. Въ этомъ случаЪ знаки чиселъ Ри © 
разные, а потому произведене Рб(}) имфетъ знакъ — , т. е. опять знакъ 
произведен1я 5. 

Во всемъ предыдущемъ всЪ множители предполагались отличными 
отъ нуля. 

Если же въ произведени есть множители (или одинъ множитель), 
равные нулю, то, согласно съ усломями 


0.А=А.0=0.0=0, 


оно долно оставаться нулемъ при всевозможныхъ перестановкахъ и груп- 
пировкахъ сомножителей. 
Н.-©, 


НАУЧНАЯ ХРОНИКА, 


Регулирован1е давлен1я въ трубкахъ Рёнтгена. — Такъ какъ 
при употреблен1и трубокъ Рёнтгена давлене внутри ихъ постепенно 
уменьшается, то г. Оо’и снабжаетъ трубку придаткомъ, внутри кото- 
раго помфщаетъ очень маленьк!й кусочекъ Фдкаго кали. Лишь только 
давлен!е внутри трубки упадетъ, кусочекъ этотъ слегка подогрзваютъ 
пламенемъ бунзеновской горзлки, благодаря чему выдфляетея нЪколо- 
рое количество водяного пара. В. ТаЙег усовершенствовалъ этот <по- 
в0бъ, замЪнивъ горЪлку платиновой спиралью, нагр$ваемой _товомъ, 
который легко можеть быть регулируемъ. Если этотъ токъ> хорошо 
регулированъ, то трубка можеть функщонировать, не измЪ Ъ, очень. 
долго. (Еектхоесви. /езейг.). 5 


№ Е. Е. 
< < 
рань 
Клинатъь Манджури и прилежащихь страйъ. — Пользуясь 
опубликованными недавно метеорологическими наблюдешями въ Ман- 
. № 
джур1и и соеФднихъ странахъ, г. М. Венюковь вычислиль н$которыя 
климатическ1я данныя для этой малоизученной м$етности. Оказалось, 
что по среднимъ годовымъ температурамь Манджуря, лежащая под 
той же широтою, что и Франшя съ Корсикой (58°—40°), приближается 
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по климату къ Финляндии и Остзейскимъ губерн!ямъ (700—535). Наи= 
высшая годовая температура достигаеть -|- 6°,6 вь Ин-це, подъ 40540' 
с. ш., самая низшая — 59,7 въ Нерчинск подъ 51958' с. ш. Но хотя 
январек1е морозы въ Манджурш, на берегахъ Амура и Сунгари суро- 
ве, чВмъ вь Финляндши, лЪто тамъ достаточно теплое для созрЪван1я 
винограда. Тюльская изотерма--24° проходить во Франщи черезъ Пер- 
пиньянъ (44° с. ш.), а въ Манджури она поднимается всего на 1 гра- 
дусъ. Слфдуюция данныя характеризуютъ континентальность климата 
Манджури: въ Ин-це (40940') январьсмй шшиииш равенъ — 189,2, & 
тюльсюй шахииит -- 255,8, амплитуда = 449; въ Мукденю (40%50') шт 
— — 265,1, шах. =-- 289,5, амплитуда=559,9; въ Хабаровекь (48928) 
т. = — 279,2, шах. —=-- 229,6, амплитуда = 49°,8; вь Блаловьщенскь 
на Амуръ (50°16’) шш. = — 305,7, шах. = 245,0, амплитуда = 5459,7. 
Количество осадковъ на этихъ четырехъ станщяхъ колеблется между 
489 и 653 шш.; влажность увеличивается по направленю къ востоку. 


Е. Е. 


Вл!ян1!е магнитнаго поля на электричеек1е разряды въ раз- 
рЬженныхъ газахъ. — Желая выяснить Бопрось 0 томъ, насколько 
влян!е сильнаго магтнитнаго поля сказывается на сил тока и на раз- 
ности потенщаловъ на электродахь трубки съ разрЪженнымь газомъ, 
Р. а. Маат (П паоуо Сппешюо. \У, 329) произвель рядъ измфренй, 
пользуясь цилиндрическими трубками, анодъ которыхъ имфль форму 
острая, а катодъ--форму диска. Трубки эти во время опытовъ остава- 
лись въ соединени съ разр жающимь насосомъ, что давало возмож- 
ность измфрять степень разрЪжевя и по произволу изм$нять ее во 
время опыта. Разноеть потенщаловъ на анод и катодЪ трубки изм3- 
рялась при помощи квадрантнато электрометра, а самая трубка помз- 
шалась между полюсами сильнаго электромагнита и устанавливалась 
либо такъ, что ось ея была параллельна силовымь лин!ямъ магнитнаго 
ноля, либо периендикулярна къ нимъ, либо составляла съ ними уголь 
въ 45°. Сила поля измфрялась особымъ магнитометромъ. Черезъ трубку 
пропускался токъ отъ батареи въ 500 маленькихъ аккумуляторовъ, 
сила котораго измВрялась зеркальнымъ гальванометромъ. 


Самые опыты велись такъ: изъ трубки выкачивалея воздухъои 
залфмъ сквозь нее пропускалея токъ, причемъ выкачивав1е продойжа- 
лось, пока трубка не начинала свфтиться. Въ этоть момеятъь отувча- 
лись давлене въ трубкЪ, разность ея потенщаловъь и силах 19) (. За- 
т$мъ токъ прерывалея, возбуждалось магнитное поле опредЪъленной 
силы, черезъ трубку снова пропускался токъ и изъ нея\енона выкачи- 
вался воздухъ, пока она не начинала свЪтитьс»; тоздА повторялись 
предыдущая измЪрен!я и изъ трубки продолжали в качизать воздух, 
пока она не тухла. Тогда прекращали дЪйстве м агнита, и трубка, 
начинала снова свЪтиться; выкачивая воздухъ @е” доводили до ‘того, 
что токъ переставалъ проходить черезъ нее и производили тогда пос- 
лфдн!я измреня. Таюмя измЪреня производились при различныхъ по- 
ложен1яхъ, трубки относительно силовыхъ ли магнитнаго поля и 
при четырехъ различныхъ величинахъ его напряжевя. 
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Результаты этихъ опытовъ приведены въ таблицахъ и выражены 
ром того въ видЪ кривыхъ, по абсциссамъ которыхъ откладывались 
давлен!я газа внутри трубки, а по ординатамъ—- разности потенщаловъ. 
Вотъ главные выводы: 

1. Ходъ кривыхъ одинаковъ почти во всЪхъ случаяхъ, 

2. При увеличен!и напряжен!я магнитнаго поля 1) внезапное иа- 
деше разности потенщаловъ (при которой трубка, свЪтится) и наимень- 
шее значен1е, котораго эта разность достигаеть при каждомъ опытф%, 
уменьшаются, когда силовыя лини магнитнаго поля перпендикулярны 
ЕЪ направлен!ю тока въ трубкЪ, или наклонены къ нему подъ угломъ 
въ 45°, или, наконецъ, параллельны ему, но направлены въ противо- 
положную сторону. 2) Давлене, при которомъ трубка начинаетъ свЪ- 
‘титься, увеличивается, если силовыя лини параллельны направлено 
тока и одинаково съ нимъ направлены, и уменьшается въ остальныхъ 
трехъ случаяхъ. 3) Давлен!е, при которомъ прекращается свЪчеше 
трубки, измфняется очень мало; оно уменьшается, когда силовыя лини 
поля параллельны направлению тока и одинаково съ нимъ направлены 
и увеличивается въ трехъ остальныхъ случаяхъ. 

3. Когда силовыя лини магнитнаго поля параллельны направле- 

ню тока въ трубк$ и направлены въ ту же сторону, то трубка назчи- 
наетъ свЪтиться при боле сильномъ разрЪженши и тухнетъ при мень- 
шемъ разр жени, чЪмъ въ томъ случаЪ, когда трубка не находится 
подъ дЪйстнемъ магнитнаго поля. Въ остальныхъ трехъ случаяхъ за- 
мЪфчается обратное. 
} 4. Вообще ве$ полученные результаты приводять къ общему вы- 
воду, что разрядъ внутри трубки облегчается, когда силовыя лини 
поля одинаково направлены съ токомъ, и болфе или мене затрудня- 
ется въ остальныхь случаяхъ. Это затруднене особенно замЪтно въ 
томъ случаЪ, когда силовыя линНи поля пернендикулярны къ направ- 
лен!ю тока въ трубкЪ. 

Вмяне магнитнаго поля сказывается также и на характер® свЪта 
внутри трубки. Когда ось трубки перпендикулярна къ силовымъ лин!- 
ямъ поля, то магнитные полюсы какъ бы сжимаютъ слои свЪта (при 
ббльшихъ давлен1яхъ внутри трубки) и диффузный свЪть (при мень- 
шихъ давленяхъ). Когда трубка составляетъь съ силовыми линями 
уголъ въ 450, евЪтъ вь ней вращается, а когда трубка параллельна 
силовымъ лишямъ, то свЪтъь на отрицательномъ электродв увеличи- 
вается или уменьшается, смотря по тому, направлены ли силовыя лини 
_и токъ въ противоположныя стороны, или въ одну и ту же ‚<форону. 
(Маигу18з. Вапазек.). © © 


Опредфлен!е высокихъ температуръ при пов щи мельдо- 
иетра.— Изобрзтенный „оу мельдометръ представляетв” обою приборъ 
для измфрен1я выеокихъ температуръ; существенной его частью явля- 
ется платиновая лента длиною въ 10 сш и ширинобю въ 1 ши; лента 
эта нагр$вается электрическимъ токомъ и о температурВ ея судять 
по ея удлиненшю, которое измФряется микрометрическимъ винтомъ. 
Чтобы градуировать приборъ, на ленту кладуть кусочекъ вещества, 
температура плавлен]н котораго извЪетна и, повышая постепенно тем- 
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пературу ленты, наблюдають при помощи микроскопа моменть, когда 
вещество начинаеть плавиться. Сдфлавъ нЪфеколько такихъ опредЗленй 
сь различными веществами и замЪтивъ положене микрометрическаго 
винта въ моментъ плавлен1я кажлаго изъ нихъ, можно затЪмь по- 
строить кривую, которая даеть возможность опредзлять и неизвёетныя 
точки плавления другихъ веществъ, лежацшия между тЪфми, которыя по- 
служили для градуировки прибора. 

Вотъ нфкоторые изъ результатовъ, полученныхъ при помощи этого 
прибора гг. У. Ватзаугемъ и Ештпотрюрощоз’омъ и опубликованныхъ 
ими вь РЦ. Мас. ($. ХШ, стр. 860—867): 


Вещество. Точка плавлешя. 
Сода, 8510 
Поташъ 880° 
Поваренная соль 7920 
Хлористый калй 7620 
Хлористый калыший 710° 
Глауберова соль 884° 
СОЪрнокиелое кали 1052° 
СЪрнокислый свинецъ 9370 
Хлористое серебро 460° 
Калйная селитра, 939% 


Упражнен1я для учениковъ. 
Изъ „уоигпа| де Мафбталаиез Е 6 тещатез“, № 9 за 1897 г. 


Вопйш’а. 





1. Приводимая ниже таблица содержить всЪ положительныя числа, 
вида 4и |-1, расположенныя по ихъ численной величинф по спирали, 
начиная отъ единицы (предполагается, что таблица продолжена без- 
гранично). Доказать, что: 


137|133 129 125 121 д 





| 65 | 61 57 | 58 49 117 26 





„АУ 
69 | 17 | 13| 9 | 45 |113 >. 








УЗВ 065 








17 | 25 | 29 | 33 








81 | 85 | 89 | 93 

















а) агональ 1—9 содержитъ квадраты, всЪхъ нечетныхъ чиселъ. 
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$) Часть д1агонали 1—17 или 1—33 содержитъь квадраты чет- 
ныхъ чиселъ, увеличенные на единицу; другая ея часть содержить 
квадраты другихъ четныхъ чиселъ, уменьшенные тремя единицами. 


в) Лагональ 5 — 45, продолженная безгранично въ направления 
5—45, не содержить простыхъ чиселъ, начиная съ 45. 
Числа, стояшля на этой длагонали, суть числа вида 
1670? -- 24т Е 5 = (4% | 1)(4п -- 5). 
4) Д!агональ 21 — 77, продолженная безгранично въ направлеши 
21—77, не содержитъ простыхъ чиселъ. 
Числа этой д1агонали имфютъ обиай видъ: 
16? -- 40% 1 21 = (4 + 3)(4® 7). 
е) Длатональ 97—105, продолженная безгранично въ направления 
97—105, не содержитъ простыхъ чиселъ, начиная со 105. 


Числа этой д1агонали имфютъ общ видъ: 
167? -- 88 -- 105 = (4® - 7)(4* -{ 15). 
Г) ДЛагональ 137—65, продолженная безгранично въ направлен 
187—565, не содержить простыхъ чиселъ, начиная съ 65. 


Числа этой дагонали суть числа вида: 
16%? | 72% -- 65 = (4% -- 5)(4® -[ 13). 
9) Ливя 1—85, продолженная безгранично въ направлени 1—85 
не содержитъ простыхъ чиселъ, начиная съ 85. 
Числа, стоящ1я по этой лини, имБютъ общй видъ: 
647 - 20% Е 1 = (4% - 1)(16% - 1). 
Очевидно, что число подобныхъ предложешй можно увеличивать 
безконечно. 
2. Таблица, 67163|59]55]51 
7111911511147 
7528[3 [7 [43 


79278139139 © 


8318791195 99 


которая тоже предполагается продолженной о и 
отъ предыдущей т$мъ, что вс числа увеличены въ ной 3 а эе 


зать, что р 
а) Ллагональ 3—85, продолженная до безконечное: О направле- 
ви 3—35, не содержитъ простыхъ чиселъ, кром® .Числ 3. 


Числа этой д1агонали имфютъ общ видъ (4 -- И - 3). 


5) Длагональ 15 — 63, продолженная до безконечности въ направ- 
лени 15 —63, не содержитъ простыхъ чиселъ. 


Числа этой дагонали суть числа вида (4% -- 3)(4% 5) ит. д. 
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ЗА ЛА Ч, 


№ 409. Обозначимъ черезь Еф) наибольшее цлое положительное 
число, содержащееся въ р, такъ что 


1- (р) > = Вр. 


«2 (|=) 


гд$ №, ви 6 суть цфлыя положительныя числа. 


Доказать, что 
Е 





Р. 9. 


№ 410. Данъ равностороннйй треугольникъ АВС, каждая сторона 
котораго равна а. На сторонахъ его АВ, ВС, СА отложены отрфзки 
АД, БЕ, СЕ, изъ которыхъ каждый обозначенъ черезъ х. Изъ точекъ 
ХО, Е, Е проведены прямыя ОШО’, ЕЕ, ЕЕ’, соотвфтственно парал- 
лельныя сторонамъ СА, АБ, ВС. Эти прямыя образуютъ равносторон- 
вй треугольникъ `А’В'О'. Ромбы АРАЕ, ВЕВЕ, СЕОП' отрЪзаны и 
оставпияся три равнобочныя трапеши поворачиваются около сторонъ 
треугольника А’В’С’, пока прямыя А'Х и А'Е, ВЕи ВЕ,С'ЕРи СП 
не совпадутъ. Тогда соетавится правильная ус$ченная треугольная пи- 
рамида. ОпредЪлить, при какомъ значев1и х эта ус$чепная пирамида 
имфетъ объемъ шахииит? 

П. Овъшниковь (Уральскъ). 


№ 41. Показать, что 
7л 


л В 5л . 
а И а в 
ви + яп с Е т 8 -Е эт : и 
В 5л Аа 
со + 605" т 0 и - соз* = — /2. 
а Я. Полушкинь (с. Знаменка). 


въ которомъ одинъ изъ острыхъ угловъ равенъ полусуммЪ другого. 
раго угла и угла Брокара того же треугольника. Построить самый 
с 


треугольникъ. 5” 
М. Зиминь (Овезь 15). 
№ 413. Р$ёшить уравнен!я: 


4 —” 
У? — а -- Уч? — 5? пай 
Уз а -- И— И? 80, 
ау = 0, 


ГД а, 6, сиа, 0, с суть стороны двухъ треугольников». 


№ 412. Найти отношене катетовъ прямоугольнаго треугольни к 


< 











(Заимств.) Д. Е. (Иваново-Вознесенскъ), 
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№ 414. На блокЪ машины Атвуда навита длинная, совершенно 
гибкая нить, къ свободному концу которой прикр$пленъ движущий грузъ. 
Ось блока вращается безъ трен1я и служитъ въ то же время осью дис- 
ка съ п отверстями, расположенными на одной и той же окружности 
вь равныхъ разстояняхъ другъ отъ друга. М$хъ, дающий непрерывную 
струю воздуха, расположенъ такимъ образомъ, что токъ воздуха на- 
правленъ нормально къ диску и по окружности отверстий. Въ извЗет- 
ный моментъ движупий грузъ опускаютъ. 

Требуется: 

1) объяснить, какое акустическое явлене произведеть движу- 
щаяся система; 

2)) вычислить высоту звука, какой получился бы, начиная съ мо- 
мента, $, если бы движуций грузъ былъ въ этотъ моменть отнять; 

3) вычислить рядъ моментовъ $ въ течеше которыхъ высота 
звука соотвЪтствовала бы ряду нотъ третьей гаммы; 

-4) вычислить ускореше силы тяжести въ другомъ мЪетЪ земного 
шара, зная. что при повторени того же опыта въ этомъ мЪетЪ, въ ть 
же моменты # слышатся тЪ же ноты, какъ и прежде, но только со 
знакомъ д1езъ. 

Численное приложене. — Длина окружности блока == [, = 0,20 ш. 
Число отверстй диска = п =10. Ускореше силы тяжести (въ первомъ 
мфетв земного шара) = 9 ==9,81. Га третьей гамы, [аз=435 двойныхь 
колебаний. 

(Заимств.) М. ЕР. 


РВШЬН1Я ЗАДАЧЪ. 


№ 26 (1 сер.).—ОпредЪлить геометрическое м%сто точекъ, равно- 
отстоящихъ оть данной окружности и данной внЪ ея точки. 


Пусть О центръ данной окружности, А данная внЪ ея точ 


ВЫ— точка, принадлежащая искомому геометрическому м$ету. ро 
Соединимь О и В и пусть точка пересЁченя ОВ. съ о ностью 
будетъ (0; по условю имфемъ © У 
В0=АВ=ОВ -- 00, А 
откуда <) 


с — 
ОВ— АВ = ОС = В, д сх" 
Е ь $ 
гл А радлуеь данной окружности 
Отсюда заключаемъ, что искомое геометрическое мфето точекъ 
есть гипербола, фокусы которой суть О и А, 


А. Бобятинекй; Ф. Рустамбековъ. 
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№ 67 (1 сер.).—Какимъ образомъ опредЪлить направлеше магнит- 
наго мериллана при помощи етрЪлки наклонен1я? 

Когда плоскость стрЗлки не совпадаеть съ плоскостью магнитнаго 
мерид1ана, силы, наклоняющуя ее, разлагаются, и наклонене, сл$дова- 
тельно, будеть тЪмъ больше, чфмъ меньший уголь составляетъ плос- 
кость стрЗлки съ плоскостью матнитнаго мерид1ана. Наибольшее накло- 
неше стрЪлки будетъь при совпадени плоскости ея съ плоскостью маг- 
нитнаго мерид1ана, наименьшее— при совпадени ея плоскости съ плос- 
костью, перпендикулярной къ плоскости магнитнаго меридлана. 


Латынинъ (СПБ); 5. У. С. (Исковъ); А. Варенцовь (Ростовъ-на-Дону). 


№ 32 (1 сер.).—Опред$лить геометрическое мЪсто точекъ, равно- 
отетоящихъ отъ данной окружности и данной внутри ея точки. : 

Пусть О—центръ даннаго круга; Ар— данная внутри круга точка 
и В— точка, принадлежащая искомому геометрическому мЪету. 


Проведемъ чересъ В радусь 00; по услово имЪемъ 
АВ=ВСи ОВ- АВ= ОВ-- ВС= В, 


тд Д рад1уеъ даннаго круга. 

Отсюда видно, что искомое геометрическое м$сто точекъ есть 
эллипсъ, большая ось котораго равна радтусу и фокусы котораго суть 
точки О и А. 


А. Бобятинскай. 


№ 174 (1 сер.).—Локазать теорему: если проведемъ въ круг да- 
метрь ИМ и перпендикулярную къ нему хорду АС, если на этой хорд 
или на ея продолжен1и возьмемъ произвольную точку К, то ‘прямыя 
КМ и КМ (или ихъ продолжен1я) пересЪкутъь окружность въ двухъ 
точкахь Ви 0, которыя съ точками А и С образуютъ вершины гар- 
моническаго четыреугольника. 

Изъ треугольника АСР, въ которомъ либо уголь АДС либо смеж- 
ный съ нимъ уголъ дфлится прямою РА пополамъ (смотря по тому, 
будетъ ли точка А лежать внутри или вн круга), имемъ: 


АР _ АК, 
Ср. бк 
точно также изъ треугольника АВС имЪемъ 
АВ _ АК 
СВ ОК 
Изъ (1) и (2) имфемъ: 
АР АВ 
ср 7В 





или 
АЛ. СВ = АБ. ОБЬ. 


(. Блажко (Смоленскъ); В. Казань (Одесса); Е. Асстевь (Курскъ), А. Бобя- 
тиинскй (Егорьевской Золотой пр.). 
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№ 21 (1 сер.).—Предполагая, что п, оставаясь пфлымъ числомъ, 
безгранично возрастаеть, найти иредЪлъ выражен1я 


1 1 1 1 
и2-Ё 12 зе т? 2? ны я? 32 Но 


Такъ какъ искомая сумма меньше 





И? 
РЕГ А аере-ои | 
п? - 12 
а это выражене при возрастан!и я до безконечности стремится къ нулю, 
то и искомая сумма равна въ предЪл® вулю. 
Г. Варховъ (Ревель); Мясковъ (Слонимъ,). 
№ 298 (1 сер.).—Найти условя, при которыхъ выражене 25--1 
и 2—1 будуть полными квадратами. 


Нечетное число можеть быть квадратомъ только нечетнаго числа, 
поэтому изъ равенствъ 


2-1 = (2% — 1)? и 2 —1= (2% —1)? 
мы найдемъ искомыя условя 
= 2и(п —1) их = 3 (и — П- 1. 


Н. В. (Воронежъ); Г. Леюшинь (с. Знаменка); И. Вумсковь (Воронежъ); 
Свъшчиковь (Троицкъ); В. Гиммельфирбь (Клевъ); П. Тритольскй (Полтава). 


№ 30 (2 сер.).—Положимъ, что въ треугольникв АВС построены 
тая точки Ши Л, что углы МАС, МОВ, МВА, М'АВ; МБС, 
МСА равны между собою (точки Брокарз). Назовемъ каждый изъ этихъ 
угловъ черезь @ и опустимъ изъ этимь точекъ перпендикуляры МА’, 
МВ, МС, МА", М'В', М'С" на стороны ВС, САи АВ. Доказать, что: 


1) Треугольники А’В'О’и А"В"С" равны между собою и подобны 
треугольнику АВС. 

2) Стороны каждаго изъ этихъ треугольниковъ относятся къ сход- 
ственнымъ сторонамъ треугольника АВС, какъ зтО: 1. 

Уголь © опредЪляетея уравненемъ*) 


< 
с045 9 = сов А- сою В -|- со С 


а 
Разсмотримъ одну изъ точекъ Брокара М. ее» 
> 
Изъ вписуемости въ кругь четыреугольниковъ ©” 
АСМЬ, А'МО'В, А'МВС _ 
слфдуетъ: 2% 
д МАО = /0и / ВАМ=/ вом, (Г) 
откуда, 


Д АСВ = С'А'В,, 





*) См. „Новая геометр1я треугольника“, сталья Д. Е., № 232 „ВЪетпика“, 
стр. 87, $ 8 
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точно также 
С ВАС=С АВС 


Д АВО=Д АСВ, 
А АВС А’'ВС. 

Изъ равенствъ, аналогичныхъ равенствамъ (Т), вытекаетъ также, что 
А ВАМ> д ВС’М, 


сл$довательно, 


а потому 
С'В» ВИ зт@ 

= = ИП 

АВ АМ 1 : (п) 





Построивъ для второй точки Брокара М’ треугольникъ А"В"С", 
найдемъ при помощи аналогичныхъ разсужденй, что 
ЛАВСо> д А"В"С" 


и 
С"В" _ зш@ 


мо 





отеюда и изъ (П) слЪдуетъ, что 
С! В’ = С’В", АВ’ = А"В'", А! О' = А" С"; 
поэтому 
А А!ВС' = А А"В"С". 
Е. Буницией (Одесса); В. Х. (Курскъ). 


№ 62 (2 сер).—Въ кругф радлуса В проведены три д1аметра 4ОВ, 
СОР и ЕОЕ такъ что Д АС = и Д СОЕ= в. 

Изъ произвольной точки этой окружности опущены перпендику- 
ляры на эти л1аметры и ихъ основан!я соединены прямыми. Опред?- 
лить стороны полученнаго такимъ образомъ треугольника и найти усло- 
в!1я, при которыхъ полученный треугольникъ будеть 1) прямоугольный 


и 2) равностороннй. 
Опустивъ изъ точки Г, перпендикуляры [С, ГН и ГК на дан- 


ные д1аметры и соединивъ точки С, Ни К, получимъД НЕСК. 
Не трудно вид%ть, что четыреугольникъ ОКГС вписуемъ, ыя 
ружность, описанная около вего, пройдетъь черезь Н, а прямая. 


равная В, будеть ея д1аметромъ. е. < 
Такъ какъ углы треугольника 9НК равны даннымъ уаиь между 


маметрами а, @ и 180—а—В, а радусь описаннаго около-него круга 
В 
равен 5” то стороны легко вычисляются по извзел формуламъ, 


КЗ = Езта, НК = ВВ, @Н= вые -9. 
Треугольникъ СНК будетъ равностороннй, когда < = = 60°, 
прямоугольный— когда а или @ или «-|- В равняется 90°. 


М. Акопянць (Тифлисъ); Л. Лебедевь (Курскъ); В. Морзунъ (Кевъ); И. По- 
стоевъ (Курскъ). 


999 





№ З1 (3 сер.).—Даны я силъ, равныхъ по величинЪ числамъ на- 
туральнаго ряда отъ 1 до п. Требуется разбить эти силы на дв тавя 
группы, чтобы, заставляя каждую изъ этихъ группь дЪйствовать по 
одной изъ сторонъ прямого угла на точку, помфщенную въ его вер- 
шин, получить равнодЪйствующую шшипим. 


Обозначимъ сумму везхъ данныхъ силъ черезъ 5, а суммы силь, 
направленныхъ соотв тственно по двумъ сторонамъ прямого угла, черезъ 


2= {а 
и (1) 
рты 
То [3 


Тогда равнодЪйствующая В выразится черезъ 


В= И зчи= И Вей, 


откуда видно, что В достигаеть шшипиш’а одновременно съ &?, или, 
что все равно, [см. уравнен!я (1)| одновременно съ 


же, 
о . 
Такъ какъ хи у суть, по условйю задачи, числа цфлыя, то, при 


нечетномъ 5, разность х—у не можеть быть менфе 1 по абсолютной 
, 
величин%. 








Если п = 4, то положимъь 
= (+ 2)-+....- 38. , 
Если и=4к— 1, то можно положить 
ЕЕ И-.... 3—1. 
Въ обоихъ случаяхъ, послЪ надлежащихь вычисленй, найдемъ, 


что < 


д 


0 
у К. 
а потому В достигаетъ шшипио’а. ©@ 
< 

Если же п равно 4--1 или 4#--2, то 5 нечетно, а потому уже 

нельзя разность х—у сдфлать равной нулю. \\ 
„Е 
Но за то можно, при и=4#-- 1, взять 0 


У у 


= (42) (&-3)+....+@8®%0 
а при и =4й-- 2 


= (4 [ЕР П+Е-....-+ 38. 


о 
и 
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Въ поел$днихъ двухъ случаяхъ, при указанномъ выборЪ х, най- 
демъ, что 
Шу 


& потому В опять достигаеть шшипит”а. 1 


1. Федоровъ (Тамбовъ); В. Рюминь (Николаевъ); А. Варениовь (Ростовъ-на- 
Дону); 0. Ривошь (Вильно); Р. Лукиик (Полоцкъ); М. Прясловъ (Ревель); Я. Блюм- 
беру (Рига); Уч. Ёчево- Печ. чим., Л и Р. 


№ 77 (3 сер.)—Окружность радлуса В проходитъ черезь вершины 
вписаннаго въ равнобедренный тр-къ квадрата АВСО и касается рав- 
ныхь сторонъ тр-ка, а также и стороны СДО 
квадрат, параллельной основан!ю тр-ка. Вычи- 
слить стороны тр-ка. 

Пусть центръ круга будетъ 0, а сторона 
квадрата х, тогда ОЕ=х — В. Изъ прямоуголь- 
наго тр-ка АОЁ имЗемъ: 


Изъ прямоугольнаго тр-ка АСМ имЪемъ 
(МЕ- ЕС)? = 40*- АМ? 














ИЛИ 
2 
МЕ 5" МЕ АМ" е о 
Кром$ того 
ме =дм(Ам- “| 
или 
8В Е 
ИА. ИМИ: (п) 
Изъ (Г) и (П) имЗемъ: ко 
«У 
МЕ АМ. &© 
З © 

. 

Подставляя это значеше для МЕ вь ур. (П), пох иМЪ 
° 
3 Уд 
дм=9, д 
25 ь 
откуда 
58 

х ИМ= т 
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Изъ подоб1я же тр-ковьъ МКМ и СКГ мы легко получимъ 


64 
МЕ=5 55, Е. 


С. Конюховь (Харьковъ); А. Павлычевь (Иваново-Вознесенскъ); И. Барковски 
(Могилев. губ.); Уч. Елево-Печ. чимн. Л. и Р.; А, Бачинский (Холмъ); П. Ивановъ. 
(Одесса); П. Хлиьбниковь (Тула); П. Р. (Ромны). 


Маленьй вопросъ № 1. — Какъ найти сумму двухъ чиселъ, ум$я 
производить надъ числами только операщи вычитан1я, умножен1я и 
дЪлен!я? 


Рьшен!е видно изъ формулъ 


ИЛИ 
а- Но = 2а— (а— 5); 


при послзднемъ рёшени и дЪйстые дфлен1я оказывается излишнимъ. 


М. Зиминь (Елець); П. Соловьевь (Н.-Новгор.); Я. Полушкинъ (с. Знаменка); 
Л. Молазаникь (Бердизевъ). Е 


Поправка. 


Въ примчани къ $ 33 статьи „Элементарная теор1я эллипса“, 

(№ 244, стр. 95), при доказательствв предложен!я, что изъ лежащей 

вн эллипса точки всегда можно провести двф различныхъ касатель- 

ныхъ, — вкралась опечатка, требующая сл$дующей поправки: вмЗсто: 

„одна изъ двухъ касательныхь ЕМ и ЕМ’, напримфръ, ЕМ—встр$ чала 

бы эллипсъ еще въ одной точкф М”“, надо читать: „.... встрЪчала бы 
[а 


окружность О’....“. 


< 
—— м © © 
СУ 
&а\ , 


Редакторъ-Издатель 9. К. Шпачинеейй. 
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